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TEMA 4. Diseno de curvas y
superficies

Este tema aborda un aspecto mas concreto del modelado geométrico: la
representacion de curvas y superficies. Ambas comparten los mismos
fundamentos matematicos y las mismas técnicas.
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4.1 Representacion de curvas y superficies.

La curvas y superficies poseen una representacion matematica precisa, bien estudiada y

suficientemente flexible. No obstante, y salvo raras excepciones, no es factible, en un sistema CAD,
representar una curva, o superficie, mediante una ecuacién, debido fundamentalmente a la
necesidad de editar la representacion. Comenzaremos estudiando su representacién matemaética,
para justificar la representacion computacional que se hace en sistemas CAD.

A nivel matematico, las curvas y superficies se pueden representar como ecuaciones de

varias formas, atendiendo a como aparezcan las distintas variables involucradas:

. . P Z(x)=(x-0,5)"2
Ecuaciones explicitas, en las que aparece de forma explicita

una de las variables en funcién de las otras dos. Estas

expresiones tienen alguna de las formas siguientes: G
en 3D z=1(x,y) (superficie) .
6 =£i(x), z="£5(x curva en el espacio x
y=ht9 ) ( pacio) Figura 4. 1 Curva explicita
en 2D y =1{(x) (curva en el plano)
Estas expresiones se suelen utilizar para curvas (fig. 4.1) y Z=(X-Y)"2

superficies univaluadas (fig. 4.2), como las que se suelen
obtener como resultado de procesos de medida
experimental (p.e. presiéon en puntos de la superficie de la
tierra, o elevaciéon de un camino). La evaluaciéon de la
superficie es muy fécil. Sin embargo es dificil utilizarlas o
para casos generales, dado que las superficies que nos °*
encontramos en la realidad, y que queremos modelar no
seran, normalmente, univaluadas..

<
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Figura 4.2 Superficie explicita

Ecuaciones implicitas, expresadas como una ecuacién de las variables igualada a cero. En ellas
no aparece ninguna variable despejada, por lo que su evaluaciéon puede ser compleja. La
expresion tendrd una de las formas siguientes:

f(x,y,z) =0 IATHT 2150

fix,y)=0

Xr2+T2-1=0
segin que el elemento se defina en el espacio o en el
plano, e independientemente de la disensiéon de este. Un
caso notable de curvas y superficies que se pueden
expresar usando ecuaciones implicitas son las cuadricas.
Por ejemplo un circulo de radio unidad se puede - .
Jemp P Figura 4.3 Curva implicita

expresar como

y+xP-1=0

Las ecuaciones implicitas poseen la ventaja de ser orientables, es decir, es factible determinar
hacia que lado de la superficie, o curva, se encuentra un punto sustituyendo sus coordenadas
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en la ecuacion. Por ejemplo, el punto (0,0) estd a la izquierda del circulo, el punto (1,0) esta
sobre el circulo, y el (2,2) esta a la derecha.

Por contra, las ecuaciones implicitas pueden ser dificiles de evaluar. A partir de una expresién
explicita se puede obtener una implicita. Obviamente, el reciproco no es siempre cierto.

Ecuaciones paramétricas. La curva o superficie se describe en base a un conjunto de parametros
que la recorren, como un conjunto de ecuaciones que permiten obtener cada una de las
coordenadas a medida que el pardmetro evoluciona sobre el elemento. Una curva se expresa
usando un pardmetro, u, que toma valores en un intervalo predeterminado, y dos o tres
ecuaciones (seguin que se defina en el plano o el espacio). Asi, una curva en el plano se define
mediante el par de ecuaciones:

x =fi(u)
y=1H(u) ueu,u.]

El circulo anterior se puede expresar mediante las ecuaciones paramétricas:

X = cos(2mu)
y = sen(2mu) uel0,1]

Una superficie se describe en base a dos pardmetros, (4, v), que describen dos
direcciones ortogonales sobre ella, y a tres ecuaciones que expresan las coordenadas en base a
estos parametros:

x = fi(u,v),
y= f2(u,V),
z = f3(u,v) ue [u,u.], ve [vi,v2]

Modificando los valores de los pardmetros se recorre la superficie, obteniéndose las
coordenadas de los puntos que estan sobre ella.

Las expresiones paramétricas presentan la ventaja de ser flexibles, aunque no son
orientables. Por otra parte, cualquier expresion explicita se puede poner, trivialmente, en forma
paramétrica.

En aplicaciones de disefio se suelen utilizar expresiones paramétricas por su generalidad.
No obstante, no es suficiente con la utilizacién de una expresion paramétrica. La necesidad de
editar la curva, o superficie, obligaria a modificar, tanto los intervalos de variacién de los
parametros como las funciones que describen las coordenadas (fi, f> y f3). Esto ultimo no es
factible, en un caso general, a menos que se fije la forma de estas funciones, haciendo que su
modificacién implique el cambio de un ndmero reducido de pardmetros cuyo efecto en la forma
de la curva sea predecible. Una forma de conseguir esto es utilizar funciones polinémicas:

X(u) = Xo + X]'u + Xz'uz + ...

El conjunto de curvas que se pueden generar depende del grado de los polinomios
usados. En cualquier caso, la especificaciéon de una curva se hace con una secuencia finita de
parametros, tal como pretendiamos. No obstante, tal como deciamos, eso no es suficiente para el
disefio de curvas, necesitamos, ademas, que los parametros que introduzca el usuario sean
relevantes para él, es decir, que el usuario pueda intuir el valor de los parametros a partir de la
forma de la curva. La relacién entre la forma de la curva y los coeficientes del polinomio.
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Vamos a ver como establecer la relacion entre P
parametros relevantes para el usuario y los coeficientes del 1
polinomio con un ejemplo. Supongamos que utilizamos
polinomios de grado uno, esto es:

P

0
X(u) = Xo + X]'I/I
Figura 4. 4 Linea generada

Y@)=YotYiu ue[0,1] por polinomios de grado 1.

La curva generada sera la recta que pasa por los puntos (Xo,Yo) y (Xo+X1,Yot+Y4). Si consideramos
como intervalo de variacién del pardmetro el [0,1], la curva generada sera la linea delimitada
por estos puntos (ver fig. 4.4). Parece natural que el usuario introduzca los puntos extremos de
la linea para especificar esta, y que los valores de los pardmetros se obtengan de estos. El célculo
de los coeficientes puede realizarse como sigue:

(Xo,Yo) = Po
XotX1,YotY =Py => X,Y) =P -Py

donde Py P, son los puntos extremos (notaremos los puntos y vectores en negrita, esto es: P(u)
= (Px(u),P.y(u),P.z(u)). Generalizando, un método satisfactorio para expresar curvas y
superficies es definirlas a partir de un conjunto finito de puntos de control. Esto equivale a
poner las expresiones anteriores en la forma:

X(u) = Zi=1n Xi Fi(u)

donde x; es la coordenada x del i-esimo punto de control, y las F; son funciones de forma, que
expresan la dependencia con el parametro. En el ejemplo anterior,

X(u)=Xo+Xyu= Ppx + (Pr.x- Po.x)u= Pox (1-u) + Pr.X ‘u
luego, las funciones de forma son:

Fo(w) = 1-u
Fi(w)= u

4.1.1 Proceso de diseiio

En el ciclo de disefio de una curva, o superficie, el usuario solo trabaja con los puntos de
control, que son en si la representaciéon de la curva, o superficie, en el modelo. Por tanto,en el
proceso de disefio el usuario seleccionard y modificara los puntos de control, hasta que se obtenga
la curva o superficie deseada [Brunet87]. El proceso puede comenzar con valores
predeterminados asignados a los puntos de control.

En este proceso, el dibujo de la curva debe
realizarse repetidas veces, al menos cada vez que el
usuario mueve un punto, e idealmente mientras
éste mueve los puntos con el dispositivo de entrada
(durante el ciclo de realimentacién). Por este
motivo, cuando la maquina no es suficientemente
potente, la visualizacién durante la edicién se
simplifica, aproximando la superficie como una Figura 4.5 Dibujo de una curva
malla de curvas.
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4.1.2 Dibujo de curvas.

Es necesario visualizar los elementos generados. El método més simple para visualizar una
curva es el basado en la aproximacién del segmento por una poligonal. Para ello basta con
evaluar la curva en una secuencia de valores del pardmetros, dibujando la poligonal que une los
puntos asi obtenidos (figura 4.5). Si el conjunto de puntos generados es suficientemente grande,
no se apreciara la aproximacion.

Debe tenerse en cuenta que el que los puntos
en coordenadas paramétricas estén
equiespaciados no implican que los estén los
puntos evaluados en coordenadas reales. Existen
métodos adaptativos, basados en la elecciéon de
los vértices de la poligonal en funcién de la
curvatura o de la distancia al dltimo punto.
Obsérvese que, en cualquier caso, lo que se Figura 4.6 Dibujo de una superficie como una
aproxima es la imagen y no la representacion de malla de tridngulos, con 10x5 parches y
la curva en si. sombreado constante por parche.

4.1.3 Visualizacion de superficies

El método descrito previamente para dibujar una curva nos permitird aproximar una
superficie paramétrica por una malla de tridngulos. Para ello evaluaremos la superficie en un
subconjunto de puntos del espacio paramétrico distribuidos en una rejilla. Por cada cuatro puntos
vecinos formaremos dos tridangulos (ver figura 4.6). Cada trozo de superficie que aproximamos
mediante dos tridngulos se denomina parche. La calidad de la imagen depende del niamero de
parches, y también de como se dibujen estos.

La figura 4.7 muestra la misma superficie
dibujada con un mayor ntmero de parches y
suavizando el color dentro de cada parches, para dar
una sensacion de suavidad.

Otra alternativa es basarse en algoritmos
para realizar el test de interseccion rayo-superficie, ~Figura 4.7 Dibujo de una superficie como
lo que permite visualizar la superficie usando una malla de triangulos, con 30x12 parches
trazado de rayos. y sombreado de Gouroud

Tal como indicamos anteriormente, una
superficie se puede también visualizar dibujando
una familia de curvas contenidas dentro de ésta. Las
curvas se obtienen normalmente fijando el valor de
uno de loa pardmetros (denomindndose en este caso
isoparamétricas). La figura 4.8 muestra la misma
superficie anterior dibujada como un conjunto de
curvas isoparamétricas.

Figura 4.8 Dibujo de una superficie como
un conjunto de curvas isoparamétricas.



Disefo Asistido por Ordenador

4.2 Métodos de diseiro

La mayor parte de loa métodos de disefio de curvas y superficies se basan en la utilizacién
de puntos de control a partir de los cuales se define ésta como un promedio de los puntos de
control:

P(u)=Y. P,-B,(u

donde P; son los puntos de control y B;(#) son funciones de forma, dadas en forma paramétrica.

Existen diversos métodos de disefio de curvas, con diferentes caracteristicas. Entre estas,
cabe destacar el cardcter del método (que puede ser local o global) y el comportamiento respecto a los
puntos de control (interpolante o no). Un método tiene caréacter local cuando la modificacién de un
punto de control afecta solamente a la forma de la curva, o superficie, en las proximidades del
punto de control. Por el contrario, en un métodod global, la modificacién de un punto de control
afecta a toda la curva, o superficie. Es mas facil editar una curva o superficie utilizando un
método local, ya que permite ajustar la forma de la curva trozo a trozo.

Decimos que un método interpola a los puntos de control cuando el elemento generado
(curva o superficie) pasa por ellos.

Habitualmente es necesario usar polinomios continuos a trozos, para conseguir métodos
de disefio local, lo que influye en el grado de continuidad de la curva. El grado de continuidad
indica el ntiimero de veces que se puede derivar su ecuacién obteniendo una funcién continua.
Geométricamente esto estd relacionado con la continuidad del elemento. Una curva con
continuidad C° es continua, pero su pendiente no. Si la continuidad es C' la curva y su pendiente
son continuas.

La continudad depende de la forma en que estd parametrizada la curva. Para que la curva
sea continua en un punto, sus vectores tangentes a izquerda y derecha deben conincidir. No
obstante, la magnitud del vector tangente no influye en la apreciaciéon que podemos hacer de
continuidad en el punto. Por este motivo, se suele hablar de continuidad geométrica, notada con
G, en lugar de continuidad matematica. Una curva tiene continuidad geométrica en un punto si
las tangentes a izquierda y derecha tienen la misma direccién, independientemente de la
magnitud del vector tangente. Por este motivo, la continuidad matematica implica continuidad
geométrica (salvo el caso especial en que el vector tangente es nulo). Normalmente se requiere
como minimo continuidad G' y con frecuencia G>.

También se debe tener en cuenta la influencia del grado del polinomio de las funciones de
forma. Cuando mayor sea el grado del polinomio mds restricciones podremos aplicar a la curva
(ya que hay mas coeficientes), pero también serd mayor oscilacién de ésta, y mas costoso su
calculo.

. 2 —

Discontinua Continuidad C° Continuidad C!

Figura 4.9 Continuidad
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En este tema veremos las curvas de Bézier, los splines y los B-Splines. Las curvas de Bézier
destacan por su simplicidad de formulacién, tanto en la forma de Bézier usando polinomios de
Bernstein, como en el planteamiento de De Casteljau. Los splines tienen una utilidad muy
limitada en disefio, aunque son una buena opcién cuando se quiere un método que interpole los
puntos de control.

Las curvas B-Splines a diferencia de las curvas anteriores, permiten controlar el grado de
continuidad. Por otro lado, es posible obtener el método de Bézier como caso particular de B-

Spline.

La siguiente tabla resume las caracteriticas de estos métodos:

Método gg;zg'ig Interpola szzd:;::tzlr: :: It,::z';::j Continuidad
Lineal 1 Si Local (2) C°
Bézier n-1 No (Solo extremos) | Global (n) (0
Spline local 3 Si Local (4) C!
Spline Gobal 3 Si Global G?
B-Spline Ajustable |No (se pude forzar) Local (Ajustable) Ajustable
B-Spline (ctubico) 3 No Local (4) G?

Tabla 4.1 Caracteristica de algunos métodos de disefio de curvas. n es el nimero de puntos
de control. La dltima fila muestra un ejemplo de ajuste para un B-Spline cabico.

Independientemente del método usado, la descripciéon de la curva se puede realizar
usando notacion matricial, separando la dependencia con el pardmetro de la dependencia con los
puntos de control. Asi, para el caso de interpolacién lineal, podemos expresar la ecuacién

n
P(u)=)Y, P, B,(u)
i=1
con
Bo(u) = l-u
Bi(u) = u
para n=2, en la forma:
P(u)=Py By(u)+ Py B, (u)
y representando los puntos de control en un vector columna:
P(u)= By(u)\ [P,
B, (u) P,
y separando en la primera matriz la dependencia en # como un vector fila:

rrt. (1 $)()

En general, la curva se puede expresar como una ecuacién matricial en la que interviene
una matriz de potencias del pardmetro, una matriz de coeficientes (cuyos valores dependeran del
método de disefio) y una matriz de puntos de control.



Disefo Asistido por Ordenador

4.2.1 Curvas de Bézier

El método de Bézier utiliza como funciones base, o de forma, los polinomios de Bernstein,
cuya expresion es

Bf<u>=(’;)<1—u>“-u"

n n!
donde (l->= il-(n—i)! yneselnumero de puntos de control. El parametro esta definido en [0,1],

y el nimero de puntos de control es n+1. La ecuacién de la curva es:
P(u)=) P,B!(u) uel0,1]
i=0

La figura 4.10 muestra las funciones de forma para n=2, y la figura 4.11 para n=3.
Podemos observar que todas las funciones de forma son nulas en los extremos, salvo la primera y
la dltima que valen uno para u=0 o u=1. Esto implica que en los puntos extremos, es decir, al
principio y final de la curva solo influya uno de los puntos de control, y que en los extremos la
curva pase por el primer o tltimo punto de control.

B"2

Figura 4.10 Funciones de forma de grado 2 )
Figura 4.11 Funciones de forma de grado 3

Para ningtn otro valor de u, hay funciones de forma con valor igual a uno. Esto implica
que la curva no pase por ningtn otro punto de control.

Para cualquier valor de u la suma de las funciones de forma es igual a uno. Es decir,
podemos ver las funciones de forma como pesos en una media ponderada de los puntos de control.
Como consecuencia de esto, la curva estara siempre dentro de la envolvente convexa de los puntos
de control (minimo poligono convexo que contiene a los puntos de control).

Podemos observar también que cada una de las funciones de forma presenta un maximo,
que se presenta en valores de u crecientes con el indice de la funcién. Esto hace que la influencia de
cada punto de control sea mayor para un valor de u que crece con el indice del punto, por lo que la
curva sigue la forma de la poligonal, pero de forma maés suave.

Es facil comprobar (calculando las pendientes en los extremos) que la direccién de salida
en el primer punto de control coincide con la de la recta que pasa por el segundo punto de control,
e igualmente la direccion de llegada al tltimo punto es la de la recta que lo une al pentltimo.

En resumen, la curva tiene las siguientes propiedades:

» La curva es interior a la frontera convexa.
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+ Pasa por P, (u=0) y por P, (u=1), pero no por los intermedios.

+ La direccién de salida de estos puntos estd determinada por Py y Pp.1.
+ La curva sigue la forma de la poligonal.

+ La continuidad es C”.

+ El grado del polinomio es el nimero de puntos de control menos uno.
+ La mofificacion de un punto de control afecta a toda la curva.

Se pueden conectar curvas con continuidad prefijada, por ejemplo C' o C2.

4.2.2 B-Splines

Son curvas polindmicas que se construyen conectando polinomios de un determinado
grado. Los polinomios se obtienen por combinacién de n puntos de control, utilizando una base de
funciones de forma, cuyo orden es independiente del nimero de puntos de control

max

p(u)=ZPi-Ni’k(u) Uy SUSU 2<k<n+1
i=0

donde k es el orden curva.

Las funciones de forma se definen de forma recursiva, a partir de las funciones de grado

inferior.
it <u<t.
N, (u)= { 1 sit|;<u<t,,
’ 0
u—t, L~ U
Ni,k(u) = .Ni,k—l(u) + — 'Ni+1,k—1(“)
Lk ™8 L=l

Al aumentar k aumenta el grado de los polinémios. El grado de los polinémios, y por tanto
de la curva, de orden k es k-1. Para k=2 los polinémios son de grado uno.

La secuencia de valores de t, que se denominan nodos, define wuna particién del
intervalo de variacién del pardmetro, permitiendo ajustar la zona de influencia de cada punto
de control. Al conjunto de nodos se le llama vector de nodos, y debe satisface las siguientes
condiciones:

t.<t

St 0<j<n+k

=l

u min

umax:thrl

El vector de nodos [t] relacionan Ila ‘ /\
variable paramétrica u con los puntos de control P;,

delimitando la zona de influencia de cada punto de /\
control. Por este motivo estd formado por una

secuencia de valores reales no decrecientes. / \

Ademas, el vector de nodos determina el rango de

variacién del parametro. /\

Las funciones base son polinémicas a / \ ‘
trozos, que son no nulos tan solo en un ntmero |
pequeﬁo de intervalos (VeI' flg 412) Por tanto, Figura 4.12 Funciones base para BSplineS
cada punto de control afecta a la curva sobre un cubicos

rango de valores del pardmetro donde la funcién
de forma es no nula. Otra consecuencia de esto es que la curva no sea infinitamente diferenciable,

10
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como las Bezier. En los nodos, se utiliza una ecuacién diferente a cada lado. En estos puntos la
curva tendra un nivel de continuidad que dependera de su orden y de la distribucién de los
valores de los nodos. Si todos los valores del vector de nodos son distintos, la curva sera k-1 veces
diferenciable. Es decir tendrd continuidad C*%. Por ejemplo, un Bspline de orden 4 tiene
continuidad C2. Si p nodos (del vector nodos) coinciden, uj = ... = Ui, la curva B-spline tiene
continuidad C**®" en u;. (es decir C*'?). Siempre se debe cumplir que p < n+1.

Formalmente se pueden definir a partir de un conjunto de propiedades y de una relacién
de recurrencia sobre el grado. Las funciones de forma de los B-splines N estan definidos por las
siguientes propiedades

+ Particion de la unidad: 2iNik(®) =1

+ Positividad: Nix(t) = 0

+ Soporte local: Nik(t) =0 siu & [t; tissn]

+ Continuidad: Nix es (k-1) veces diferenciable

En Bezier, el nimero de puntos determina el grado de la curva. En B-splines, el grado se
controla por un parametro especial (k), que es independiente del niimero de puntos de control.
[Mort85], aumentando la flexibilidad del método.

La figura 4.13 muestra el proceso de calculo, siguiendo la definicién recursiva de las
funciones de forma, de una curva de orden 3 y tres puntos de control.

u t Nii(u) Niz2(u) Nis(uw)
t=0 \
No,1(n)=0
t,=0 < > No(u) =0 \
Ni1(w)=0 Nos(u)
u=t,=0 t,=0 / ) \ Ni2(u) IL < )
\ Noi(u)=1 siu<l < / Nis(u) i i
=t;=1 ;=1 Nao(u)
) < Nz, (w)=0 / ) Z \N u
31(u) 23(u)
t=1 < > N;2(u)=0 /
Na,1(w)=0
-

Figura 4.13. Proceso de calculo para k=3 y n=2

Existen varias configuraciones usuales del vector de nodos, que se pueden utilizar como
valores iniciales a los que posteriormente se le pueden realizar ajustes para conseguir
determinados comportamientos locales. Un Bspline es uniforme y periédico si los elementos del
vector de nodos estan equiespaciados

t]' = tj_1+ )
En este caso, todas las funciones de forma son iguales salvo una traslacién (figura 4.12). La
curva no interpola a ninguno de los puntos de control (ver figura 4.14 izquierda). Esta es la

configuracion habitual para definir curvas cerradas. Observese que para hacer una curva cerrada
se deben repetir los k-1 puntos del principio al final.

11
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Un Bspline es no peridédico si los elementos del extremo del vector de nodos son iguales,
manteniendose equiespaciados los centrales
0 si 0<j<k
t= jktl sik<j<n
n-k+2  si n<j <n+k
En este caso, la curva interpola a los puntos extremos, pero no a los demds. Ver figura 4.14

centro. Cuando el orden es maximo , k=n+1 la curva, que esta descrita por una tinica ecuacion,
coincide con una curva Bezier.

Cuando el vector de nodos no satisface ninguna de las condiciones anteriores decimos que
el Bspline es no uniforme (ver figura 4.14 derecha).

N

Figura 4.14. Efecto de la modificacion del vector de nodos. Uniforme periédico (izquierda), no
periédico (centro), no uniforme (derecha)

Para los BSplines ctbicos, uniformes y periédicos la ecuacién de los polinomios se puede
expresar en forma matricial:

1 4 1 0 P,
1 2 3 -3 0 3 0 P.
P- Z—l, , , . i+1
e N SN p
-1 3 -3 1 P
i+3

Las curvas Bspline mantienen, independientemente de los valores de los nodos, la
propiedad de combinacién convexa y variacién menor que la poligonal, que tienen las curvas de
Bezier.

4.2.4 Curvas racionales

Las curvas racionales pueden interpretarse geométricamente como la proyeccion de una curva no
racional 4D. Generalizan a las curvas no racionales, incluyéndolas como casos particulares, y
permiten representar cuddricas y conicas

Ch(u)z(x(u),y(u),z(u),w(u))zé pl’}.Bi(u) A o L

Zpi'wi'3i<u)
i=0

iwi'Bi(u)
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Circunferencia:
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1-u" 2-u
Clu)= s
) (1+u2 1+u2)

Ch(u):(l—u2,2-u, 1+u2)

2
B(u)=)_ P, B,(u)=(1—1’)-Py+2u-(1—u)- P1+u’-P,=
i=0

=P,+2u-(P,—P0)+u’-(P,—2P1-P0)

Po.X:] P,.x:Po.x:] Pz.XZZ'P/.X*Po.X-]:O
Bw) = C'(u) = Py =0 Py=1 Py=2Py=2
Po.W:] P1.W:P0.W:1 Pz.WZZ'Pj.W—Pg.W+]:2

4.3 Disefo de superficies.

Una superficie se describe matematicamente
usando dos pardmetros, que establecen un
sistema de coordenadas sobre ella,
permitiéndonos recorrerla.

La superficie se puede definir directamente a
partir de una malla de puntos de control, al igual
que una curva, con la tinica diferencia de que los
puntos de control forma una distribucién
bidimensional y que las funciones de forma
dependen de dos parametros, B;(u,v).

Figura 4.15 Parametrizacion de una superficie

Alternativamente, es posible definir una superficie a partir de una o varias curvas. Por otra
parte, es cada vez mas frecuente utilizar mallas de tridngulos como una aproximacién a la
superficie. En esta seccion se aborda la representacién y disefio de superficies, comenzando con la
aproximacién por mallas de tridngulos, la construccién a partir de curvas y la generacién directa

usando una malla de puntos de control.
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4.3.1 Generacion a a partir de curvas

Disefo Asistido por Ordenador

Se pueden generar superficies simples a partir de un niimero reducido de curvas.

4.3.1.1 Cilindricas.

Formadas por la traslacién de un vector
sobre una curva cualquiera. Equivale al barrido por
traslacién de la curva. La ecuacién de la superficie
es:

Su,v)=Pu)+v -r

Figura 4.16 Superficie cilindrica

donde P(u) es la ecuacién de la curva y r es un vector. Con este método es posible generar
superficies que tengan simetria traslacional. Cuando la curva es una circunferencia la superficie

generada es la lateral de un cilindro (ver figura 4.16).

4.3.1.2 Superficies de revolucion.

Se obtiene al girar una curva plana respecto a un
eje contenido en dicho plano (figura 4.17). Si el eje
de giro es el eje z, y la curva, C(u) esta contenida en
el plano Z-X, esto es

Cu) = (x(u), 0, z(u) )
la ecuacién de la superficie es:

S(u,v) = (x(u) - cos(v), x(u) - sen(v), z(u) ),
con u€(0, 2]

Cuando la curva es un segmento de recta
paralelo al eje de simetria, la superficie es resultante
es la cara exterior de un cilindro (figura 4.18).

Figura 4.18 Superficie de revolucion

Si la curva es una semicircunferencia, la superficie puede ser una esfera (figura 4.19). Si la
curva es una circunferencia que no corta al eje, la superficie resultante es un toro (ver figura 4.20).

Figura 4.19 Esfera como superficie de
revolucion

Figura 4.20 Toro como superficie de
revolucion

14



Disefo Asistido por Ordenador

4.3.1.3 Superficies regladas.

La superficie esta definida por la unién por interpolacién lineal de dos curvas del espacio.
Las dos curvas deben de tener el mismo rango de variacion del pardmetro.

S(u,v) = (1-v) * Cy(u) + v - Co(u)

Geométricamente equivale a unir mediante segmentos los puntos de las dos curvas que
tienen el mismo valor del parametro (figura 4.21).

Si una de las curvas es una traslacion de la otra, el resultado es el que se obtendria como
una superficie cilindrica construida con una de las curvas y el vector de traslacién a hasta la otra.
Por tanto, las superficies cilindricas son un caso particular de superficie reglada.

Figura 4.21 Superficie reglada

4.3.1.4 Superficie de union.

Dada una familia de curvas con la misma parametrizacién S;(u), se puede construir una
superficie interpolando los puntos con el mismo valor de pardmetro en todas las curvas. La
interpolaciéon puede realizarse, por ejemplo con Splines. Si F; son las funciones de forma del
método de interpolaciéon usado, la superficie vendra dada por la expresion:

S(u,v) = Ziat" Siu) Fi(v)

Las superficies regladas son un caso particular de superficie de unién con interpolacién
lineal.

4.3.1.5 Generacion de perfiles.

Si se crean superficies regladas o de unién se deben de generar previamente las curvas que
describen los perfiles que se han de interpolar. Dos formas usuales de crear perfiles son:

+ Por revolucién. Dada una curva P(u) y un
eje, se obtienen perfiles a partir de la curva
girandola respecto al eje . La figura 4.22
muestra el resultado de generar ejes por
revolucién para posteriormente generar
superficies regladas. Obsérvese que el
resultado no es una superficie de
revolucion.

Figura 4.22 Aproximacién de una esfera como
cinco superficies regladas
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+ Perfil dirigido por un eje. Dada una curva perfil C)
plana P(#) y una curva cualquiera Q(u) se
pueden obtener perfiles colocando la curva

P sobre la Q con una orientacién fija eje
respecto a ésta (figura 4.23).

Para ello se sigue el siguiente proceso:

Figura 4.23 Perfil dirigido por un eje

1. trasladar P hasta un punto de Q,
2. calcular tangente de Q en el punto de contacto
3. girar P para que el plano que lo contiene sea perpendicular al la tangente

4.3.2 Generacion a partir de mallas de puntos de control

Se pueden generalizar los métodos de disefio de curvas para superficies. En este caso se
usara una malla rectangular de puntos de control, P;= (x;,y3,z;). La superficie se calculara a trozos,
parches, en la forma:

S(u,0)= (x(u,0), y(u,0), z(u,v) ) = Zixg™ 2" Py - Byj(u,0)

Las funciones de forma B;(u,v) se pueden obtener por producto de las funciones de forma
en u y v, usadas para curvas

Bij(ulv) = Fi(”) 'Gj(v)

Donde F y G son funciones de forma. Obsérvese que las funciones de forma para u y v no
tienen que ser las mismas. Pueden variar en grado, vectores de nodos, o incluso ser métodos
diferentes. Conceptualmente el proceso se puede ver como la generacion de la superficie como una
superficie de unién con el método G, usando como perfiles la familia de m curvas Ci(u) = 2" Py -
Fi(u).

B oo sworice [

B CD: superficie

Figura 4.24 Superficies Bspline. En los tres casos la superficie es uniforme y no-periodica en v.
A la izquierda no-periddica en u. En el centro uniforme y periodica en u. A la derecha, no uniforme
en u.

La figuras 4.24 y 4.25 muestran varios ejemplos de superficies Bspline de orden4 en u y v,
definidos con una malla de 6x6 puntos de control .
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Los vectores de nodos utilizados son:

{0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 3.0, 3.0, 3.0} para uniforme -no periddica
{0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9.0} para uniforme - periddica
{0.0,1.0,2.0, 3.0,3.0, 3.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9.0} para no uniforme

Eull CAD: superficie i

Figura 4.25 Superficie uniforme -
periédicaen u y v

Bibliografia

Existe una amplia bibliografia sobre el tema, aunque la mayor parte de ella posee un
enfoque excesivamente matematico o tedrico para ser usada como guia. Por otra parte, la mayoria
de los textos de Informatica Gréfica incluye algin tema sobre disefio de curvas y superficies,
aunque en ocasiones es demasiado general.

En la primera secciéon se puede utilizar el libro de Foley, que hace un buen tratamiento de lo
conceptos generales y los algoritmos de visualizaciéon, pero que no trata con la suficiente
profundidad los métodos de disefio.

Las secciones siguientes se basan en el libro de Anand, que hace un tratamiento conciso,

pero claro y completo, de la mayor parte del tema. En algunos aspectos concretos se puede utilizar
el survey de Bohm, Farin y Kahman sobre curvas y superficies.
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Complementos 4.1 Superficies en OpenGL

La libreria glut de OpenGL contiene funciones para dibujar superficies y curvas
Bsplines tanto no racionales como racionales (abreviadamente nurbs, de non-uniform rational
B-Splines). OpenGL dibuja las superficies discretizandolas en tridngulos. Permite asignarles
propiedades de materiales, posibilitando su visualizacién con el mismo nivel de realismo que el
resto de los objetos.

Para utilizar superficies en un programa OpenGL es necesario definir las estructuras de
datos para almacenar la descripcién de ésta, inicializar los parametros de visualizacion y
almacenamiento y crear la superficie. Veremos cada uno de estas secciones por separado.

Las estructuras de datos que es necesario crear son la matriz de puntos de control, el
vector ( o vectores) de nodos y un manejador de la superficie. Las matrices de puntos de control
y nodos son del tipo GLfloat y el manejador es del tipo GLUnurbs. A continuacién se muestra
un ejemplo de definicién de estos elementos:

GLfloat ctlpoints[4][4][3]; // 4x4 puntos de control 3D
GLfloat knots[8] = {0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0};
GLUnurbsObj *theNurb;

En la inicializacién se debe crear el manejador de nurbs, e inicializar sus pardmetros de
visualizacion: tolerancia de muestreo, modo de dibujo (isocurvas o relleno) y activar la
generacion automatica de normales. Un ejemplo de llamada a estas funciones es:

theNurb = gluNewNurbsRenderer ();// crea un manejador de nurbs
gluNurbsProperty (theNurb, GLU SAMPLING TOLERANCE, 5.0);
gluNurbsProperty (theNurb, GLU_DISPLAY_MODE, GLU_FILL);

glEnable (GL_AUTO NORMAL); // genera automaticamente las normales

El valor asignadoa GLU_SAMPLING_TOLERANCE i
indica el tamafio de la méxima arista de los tridngulos en que -

se subdividira la superficie para dibujarla. Por tanto cuando
menor sea el valor mayor serd la precisiéon y el tiempo
necesario para visualizar la superficie. La figura muestra el
efecto de utilizar un valor muy grande (500 a la derecha)
frente a uno pequefio (5 a la izquierda).

Por dltimo, es necesario dibujar la superficie, para ello
se utilizan las instrucciones gluBeginSurface,
gluNurbsSurface y gluEndSurface. A todas ellas se les pasa el
manejador de Nurbs como primer argumento. Por ejemplo, las - ETEIET———————— -
siguientes intrucciones crean una superficie de orden 4x4: :

gluBeginSurface (theNurb); // Se va a dar una
superficie
gluNurbsSurface (theNurb, 8, knots, 8,

knots, 4 * 3, 3,

&ctlpoints[0] [0][O], 4, 4,

GL_MAP2 VERTEX 3);
gluEndSurface (theNurb) ; // fin de
definicidén de superficie
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A continuacién se describe los argumentos de la funcién gluNurbsSurface.

gluNurbsSurface (theNurb, nNodosU, MnodosU,nNodosV, MnodosV, deltaUP,
deltaVP, &P, ordenU, ordenV, TipoVertices);

+ theNurb: Manejador de nurbs.

+ nNodosU: Tamafio del vector de nodos para u.

*  MnodosU: Matriz lineal de reales conteniendo el vector de nodos para u.

+ nNodosV: Tamafio del vector de nodos para v.

* MnodosV: Matriz lineal de reales conteniendo el vector de nodos para v.

+ deltaUP: Espaciamento entre puntos de control en la matriz de puntos de control con
valores de u consecutivos. La matriz de puntos de control se pasa como una matriz
lineal. El sistema necesita saber cuantos valores reales debe avanzar en el array
cuando incrementa el indice en la direccién u en uno. El espaciamento dependeré de la
dimensién de los puntos de control (3 o 4 para racionales), y de la forma en que se ha
definido la matriz de puntos de control.

+ deltaVP: Igual para v.

+ &P: Puntero al primer elemento de la matriz de puntos de control. Los puntos de
controles son valores reales. Su dimensién, y por tanto el nimero de reales usados
para cada punto, depende del tipo de Bspline definido.

+ ordenU: Ordenenu

 ordenV: Ordenenv
+ TipoVertices: GL_MAP2_VERYEX 3 o GL_MAP2_VERTEX_4, para puntos 3D
(Bsplines normales o 4D para racionales).

Obsérvese que no se especifica el nimero de puntos de control de forma directa. El nimero
de puntos de control es el nimero de elementos en vector de nodos menos el orden.
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Ejercicios

1.

Obtener una formula de interpolacién mediante splines
ctbicos locales que utilice solo la mitad de los puntos de
control como puntos de paso, de forma que la pendiente
en cada punto de paso sea la de la linea que une dicho
punto con el siguiente punto de control (que no es
punto de paso), tal como se muestra en la figura.

Obtener la forma matricial de la expresion de las curvas de Bézier ctibicas.

¢Doénde deben colocarse los puntos de control para
generar las curvas de la figura usando curvas de

Bezier de grado 3? Marcar los puntos de control
numerandolos y dibujar el poligono de control. <>

Valorar las ventajas e inconvenientes de la utilizacion de polinomios de interpolacién de grado
alto.

Demostrar que una curva de Bézier est4 dentro de la envolvente convexa.

Dados los poligonos de control de la figura dibujar la curva que describen.

2 Bezier 1 Bezier
1 B-sp k=5 1 B-sp k=5

Dada la parabola y=x> (0<=x<=2). Calcular los puntos de control de la curva de Bezier que
representa a dicha parabola.

Calcular el valor del punto con coordenadas (u,v)=(0.75,0.5) de la superficie reglada que se
obtiene a partir de las siguientes curvas:

Ci: y =1-x

z=0 l<=x<=1
Ca y =-X

z=1 l<=x<=1
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9. Modelar un balén de playa cuya seccién ecuatorial sea un hexdgono
10. Modelar la superficie de un trampolin de salto de esqui.
11. Construir la superficie de una rampa en forma de escalera de caracol.

12. Aproximar un arco de radio unidad con: a) bezier de 3 puntos y b) bezier 4 puntos. Justificar
los puntos seleccionados.

13. Dada una curva de Bezier cualquiera, P(t), con cuatro puntos de control, obtener una curva de
Bezier, Q(u), del mismo grado, que sea igual a P(t) para el intervalo de variacion del parametro
t, [0,a] (ver figura).

X X,

14. Demostrar que las curvas de Bézier pasan por los puntos inicial y final, y que su pendiente esta
determinada por el punto contiguo.

15. Obtener la expresion paramétrica de la superficie de un toroide.

16. Dados los siguientes puntos P0(0,1,0), P1(1,0,0), P2(0,0,1) y P3(1,1,1), determinar la superficie
bilineal S(1,m).

17. Dadas dos curvas Bezier de grado tres cualesquiera,
encontrar una tercera curva de Bezier que una las
dos con continuidad C'. Dibujar la curva resultante
sobre la figura.

18. Dados dos circulos con centro en el eje Y y radio R, contenidos en
los planos Y=0 e Y=10, construir la superficie de la figura.
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19. Encontrar la superficie reglada que se forma con el semicirculo de radio unidad (x*+y*=1,z=0,
y>0) y la parabola (y=1-x*, z=1, -1<= x <=1).

20. Dadas las curvas de Bézier C1 (PO,P1,P2) y C2 (P3, P4, P5). Comentar como se alcanzaria
continuidad CO y Cl1. Suponiendo fijos los puntos extremos y el comun, encontrar la
configuracion que permite obtener continuidad C2.
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